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CONSIDERAZIONI

SUI MUTAMENTI

DI UNA TECNOLOGIA LINEARE *

Ernesto Marinelli **-Gianfranco Pala **
(ricevuto nel novembre 1968)

Contributo al chiarimento teorico della natura dei mutamenti di una tecnologia lineare, delle caratteristiche

interpretative che ne discendono, delle possibilitd operative che ne derivano. L'applicazione viene fatta al

-taso. particolare delle interdipendenze settoriali. Si individuano alcuni modi particolari di induzione dei consu-
mi da parte della produzione

11 problema relativo a un mutamento delle tecni-
che di produzione, con particolare riguardo ai mo-
delli lineari, & stato considerato da diversi stu-
diosi sotto molteplici punti di vista. Tuttavia, si ha
Vimpressione prevalente che esso abbia ricevuto
una certa attenzione per fini descrittivi di una
realtd operativa immediata. E venuta a mancare,
quindi, la parte di indagine relativa alla indivi-
-duazione delle cause materiali stesse cui attribuire
la estrinsecazione dei fenomeni reali descritti. Le
considerazioni che seguono hanno come loro scopo
fondamentale di contribuire a un preliminare chia-
rimento teorico della natura dei mutamenti di una
tecnologia lineare, delle caratteristiche interpreta-

tive che ne possono derivare, delle possibilitd ope-
rative degli algoritmi trovati, del significato pra-

* ]1 presente articolo & frutto di una collaborazions
degli autori iniziatasi per la preparazione della tesi
di laurea, in matematica applicata presso I'universita
di Roma, di Ernesto Marinelli di cui Gianfranco
Pala & stato relatore; il presente articolo costituisce
infatti un approfondimento dei risultati pid interes-
santi raggiunti in quella tesi. Marinelli ¢ responsabile
delle parti prevalentemente matematiche (corrispon-
denti a 1 e 2); Pala delle questioni prevalentemente
economiche (3 e 4). Gli autori comunque si ritengono
corresponsabili dell'intero articolo.

** Universita di Roma.



i tico sulla cui base soltanto si & formulata 1’espo-

sizione teorica. Si prenderanno dunque in consi-
derazione, ordinatamente: le proprietd matema-
tiche di una generica tecnologia lineare e dei
suoi diverst possibili mutamenti; Papplicazione
sostanziale di tali proprieta formali a alcuni mo-
delli economici lineari di produzione di uso co-
mune, in particolare al caso delle interdipendenze
settoriali di tipo leontieviano; le conseguenze di
tali mutamenti tecnologici sugli insiemi di solu-
zione (quantitd e prezzi) dei modelli considerati ().
Come & stato gid detto queste considerazioni sono
affatto generali e preliminari, essendo suscetti-
bili di ulteriori notevoli sviluppi, in seguito a2 un
esame pill approfondito. Inoltre va detto che in
quesa sede non viene avanzata nessuna critica
esplicita alla logica economica che presiede a una
tale impostazione dello studio del processo pro-
duttivo ’

1. Posizione del problema

L’insieme tecnologico di produzione, sotto l'ipo-
tesi di linearitd dei vincoli relativi al processo pro-
duttivo stesso, viene come d’uso rappresentato da
una generica matrice rettangolare o quadrata i
cui elementi sono i cosidetti coefficienti tecnici di
produzione (». Denotiamo pertanto tale insieme
tecnologico con

22 *** "2n

T = t21

tmy tmp v tmp

supponendo che esso identifichi quel certo istante
in cui il processo produttivo si avvale di un par-
ticolare insieme di coefficienti tecnici. Conside-
riamo, infatti, che il mutamento tecnologico cui
ci si riferisce avvenga nel corso del tempo, il
quale quindi viene direttamente indicato dallo
stato della tecnica. Per questo motivo, diciamo
che il mutamento tecnologico si verifica tra il
tempo O e il tempo z, ciog tra I'insieme T, e I'in-
sieme T, i cui elementi saranno essi stessi ca-
ratterizzanti listante di tempo cui si riferiscono,
rispettivamente (t%;), (t%;).

.Dalla definizione di T, e T, & immediato scri-
vere la differenza tra ciascun coefficiente tecnico
delle due matrici e quindi la differenza stessa
delle due matrici, ciod:

toij -~ tzij = du
da cui ‘
T,-T,=X dij Eij=D : 4y
ij

TZ=T0-—Z dl.l Ei_]zTo—D
b d=1 . mij=1, ..n)
dove con E; si suole indicare la matrice avente

tutti gli elementi nulli tranne quello di posizione
@ij), uguale a uno:

00..... 0
00..... 0
Bi= | ... 1.
00 ..... 0
e con D — quando occorra — la matrice delle -

differenze d;;.

La differenza d;; tra i coefficienti tecnici al
tempo 0 e al tempo z pud essere naturalmente sia
positiva che negativa: cid dipende soltanto dal
fatto che l'impiego della merce i nel processo j
sia diminuito o aumentato ().

Cosl poste le definizioni che per il momento in-
teressano, il problema fondamentale che si presen-
ta consiste nel trovare una qualche particolare rela-
zione tra T, e T,, la quale si presti sia a una si-
gnificativa interpretazione economica sia a una
potenzialitd operativa concreta, Una relazione con
tali proprieta si ottiene moltiplicando per una ma-
trice quadrata opportunamene conformabile (a
destra o a sinistra, rispettivamente, secondo che
abbia prevalente rilevanza riferirsi ai processi-pro-
duttivi-colonne, ovvero alle merci-righe) la ma-

(1) Uno dei fenomeni, sui quali sembra interessante
concentrare notevolmente I’attenzione, riguarda il col-
legamento funzionale dinamico tra investimenti pre-
senti e consumi futuri come pud derivare da un mu-
tamento tecnologico a una certa data, tale da pre-
condizionare le disponibilita di qualsivoglia merce a
una data successiva.

(®) E noto che il generico coefficiente tecnico di pro-
duzione t;; indica la quantith necessaria della merce
i per la produzione unitaria della merce j. I coeffi-
cienti tecnici si assumono non negativi.

() Un miglioramento dei metodi di produzione
comporterd in media un maggior peso nelle diminu-
zioni che negli aumenti degli impieghi. Tuttavia, pud
essere interessante considerare un caso di differenza
negativa, interpretabile come miglioramento delle con-
dizioni retributive dei lavoratori, in cui gli impieghi
possono essere veduti come beni-salario e il processo
come produttivo di lavoro, Viceversa, il caso a questo
corrispondente di differenza positiva, pud essere esa-
minato dal punto di vista della merce-lavoro, come
riduzione della quantitd di lavoro diretto necessario
nei diversi processi produttivi.



- trice della tecnica al tempo 0, in modo che essa si
. muti nella corrispondente matrice della tecnica
“al tempo z.

Denotiamo con M la matrice a destra che serve
per mutare la tecnologia da T, a T,, e con M la
analoga matrice a sinistra. Quindi il problema da
risolvere si presenta cosi, alternativamente (¥):

T M=T,
ovvero ¥
. M To = Tz
Da (1) risulta che (2) divengono rispettivamente
T,M=T,-D
e - 3)
MT,=T,—-D
cioe
T, I—-M)=D
e ‘ 4
I-MT,=D

"Da queste ultime si ricavano immediatamente i
valori cercati per le matrici dei mutamenti tecno-
logici, M e M, cio¢ (): '

M=I-T,1D
e 3
M=I-DT,!

Possiamo per comoditd indicare con M;; il ge-
nerico elemento della matrice (I -~ M) =T, !'D
relativo alla matrice dei mutamenti a destra, e ana-
logamente ¢on M;; il generico elemento della ma-
trice (I — M) = DT,~! relativo alla matrice dei

mutamenti a sinistra.
" © Nei modelli economici lineari assume sempre
importanza la dualith del problema considerato,
proprietd che nei sistemi di produzione si traduce
nella relazione di quantith e prezzi. Se quanto
abbiamo veduto fin qui pud essere riferito a uno
studio in termini quantitativi, il problema duale
da considerare ¢ quello in termini di costi. Per
‘esaminare il fenomeno duale, dunque, occorre ra-
gionare sulla trasposta della matrice tecnologica.
Cosl facendo, ovviamene, i processi produttivi sa-
ranno rappresentati dalle colonne (¢). Conseguenza
di cid & che per riguardo al costo di ciascun pro-
cesso produttivo assume preminenza la moltipli-
cazione a sinistra, mentre per riguardo al costo
totale di ciascuna merce impiegata assume premi-
nenza la moltiplicazione a destra.

Formalmente, infatti, trasponendo (2), si ottiene

» MT,=T,
e . L (6)
| TM=T,

da cui, procedendo come in precedenza, si ha
M=1-DT,*=1- (M)

e J ' Q)]
M=1-T,"'D=1-M})

dove tutte le notazioni con il segno di trasposi-
zione sono intuitive.

2. Soluzioni dei mutamenti tecnologici

Esamineremo dapprima gli aspetti formali delle
diverse soluzioni che si ottengono per alcuni pos-
sibili casi. In particolare, considereremo separa-
tamene quattro diverse ipotesi di mutamenti che si
riferiscono, rispettivamente, a un solo elemento,
a una sola colonna, a una sola riga, a un numero
qualsiasi di elementi (generalmente tutti).

1) Mutamento di un solo elemento cioé¢ di un
solo coefficiente tecnico di produzione. Questo
caso,-secondo che ci si riferisca a tale coefficiente
come : elemento di una riga o come elemento di
una colonna, pud essere considerato come muta-
mento dellimpiego di una certa merce o come
mutamento di un certo processo produttivo. Na-
turalmente, esso non consiste in effetti che nel mu-
tamento dell’impiego di quella certa merce in
quel certo processo produttivo, ma la moltiplica-
zione per la matrice dei mutamenti a sinistra o a
destra pone in diversa evidenza 1'uno o laltro
aspetto del fenomeno.

Sia t;; I'unico coefficiente della matrice tecnolo-
gica che subisce un mutamento tra il tempo O ¢ il
tempo z (*). Dalla prima di (1) si ha che t°; —t%;
= d;;. Pertanto anche la matrice delle differenze si
riduce a avere un solo elemento diverso da zero,
quello di posto (i), in quanto interessa soltanto la
matrice E;; e cid elimina 'operazione di doppia
sommatoria. In conformitd alle notazioni prece-

9 Da (2) risulta ovvio che

T.M = MT,
ciot

M= T,”'MT,
ovvero '

M = TMT,*

(®) Naturalmente a questo punto si deve supporre
che la tecnologia sia ridotta sempre a una matrice
quadrata, diciamo di ordine m, e, affinché abbja
senso la sua matrice inversa, det T, = 0.

() Pertanto, nel generico coefficiente tecnico della
matrice trasposta, t’y, il primo indice (i) si nfenrh
alle colonne e il secondo (j) alle righe.

(*) Ci scusiamo con i lettori per la lieve differenza
tra i caratteri di stampa corsivi e normali relativi
agli indici i, j. T caratteri corsivi- i, j si nfenscono
sempre agli elementi mutati.



denti, quindi, nel caso presente di mutamento del
solo elemento t; indichiamo con D% la matrice
delle differenze, con M? la matrice dei muta-
menti a destra, e con M¥ la matrice dei mutamenti
a sinistra (7).

Allora, (5) divengono

Mii = I - To_l DU = I - (M"ii)
e ®)
Mi = - Dii T, =1 (Miji’)

dove si noti che la matrice dei mutamenti a destra
ha la sola colonna j, relativa al processo j, senza
alcun elemento generalmente nullo, mentre la ma-
trice dei mutamenti a sinistra ha la sola riga i, re-
lativa alla merce i, senza alcun elemento general-
mente nullo. Queste due matrici si presentano,
infatti, nel modo seguente:

10....—M ...0
Yy
ij
01....-M ...0
iy = *
MY = .
..... 1-M .
ii
if
00. -M 1
mj
1 0 e 0
0 oo 0
Mi =
ii if if if
M -mMm 1= -
i1 i2 it im
0 0, 1

La loro interpretazione &, cosi, di immediata
comprensione. La matrice dei mutamenti a destra,
Mii, opera sui processi produttivi: il mutamento
della quantitd di una delle diverse merci impie-
gate come fattori di produzione nel processo j
comporta la necessitd di operare un determinato
mutamento proprio su tale processo per passare
dalla tecnologia in uso al tempo 0 alla tecnologia
in uso al tempo z. Viceversa, la matrice dei muta-
menti a sinistra, M¥, opera sulle merci impiegate;
il mutamento della quantitd della merce i, in uno
dei diversi processi produttivi in cui essa ¢ impie-
gata, comporta la necessitd di operare un deter-
minato mutamento proprio sull'impiego di tale
merce per passare dalla tecnologia in uso al
tempo O alla tecnologia in uso al tempo z.

Non si dimentichi, a questo punto, che le ma-
trici dei mutamenti (sia a destra, sia a sinistra) si
ottengono in seguito alla moltiplicazione della’
matrice delle differenze (tra la tecnologia iniziale
e quella finale) per la matrice inversa della tecno-
logia iniziale. Cid consentird, pill avanti, di dare
delle interessanti interpretazioni economiche di
questo fenomeno, con particolare riferimento al-
l'uso di schemi di programmazione di tipo leon-
tieviano. :

Passando al problema duale, nel caso di muta-
mento di un solo elemento, da (7) si ottiene la so-
luzione per le matrici trasposte dei mutamenti:

Mi=1-D¥ T,'=1- M’/
e )
M'i = [ — T~ D' = I — (M)

In questo caso, a differenza del problema diretto,
¢ la matrice dei mutamenti a sinistra che spiega il
mutamento del costo del processo produttivo j
causato del diverso impiego di una delle merci
considerate come fattori di produzione, in quanto
il costo del processo in questione & espresso dalla
riga j. Invece, & la matrice dei mutamenti a destra
che spiega ora il mutamento del costo totale del-
I'impiego della merce i causato dal diverso im-
piego di tale merce in uno dei processi produttivi a
cui essa partecipa, in quanto il costo totale della
merce in questione & espresso dalla riga i. Que-
ste matrici trasposte risultano immediatamente
dalle loro matrici dirette (8).

il) Mutamento di una colonna, cio¢ di un intero
processo produttivo. Certamente anche questo caso
pud essere veduto in relazione con le merci im-
piegate anziché con il processo produttivo: ciog,
si pud pensare al mutamento dell'impiego di tutte
le merci in un certo processo. Questa interpreta-
zione &, tuttavia, molto meno significativa, per cui
la moltiplicazione a destra per la matrice dei mu-
tamenti assume una ben maggiore importanza che
non la moltiplicazione a sinistra.

Sia t; il vettore-colonna della matrice tecnolo-
gica che subisce un mutamento tra il tempo 0 e il

() Cioe,
D"i = dz; E”
MY =1~ T, dy Ey),
MY = (I - di;’ Ei/ To_l):
€ quindi
Mily = TY; dy,
MY = d;; T
(®) Abbiamo denotato, gia in (7), con M’y il gene-
rico elemento M;;, otenuto con lo scambio di righ
e colonne. .



tempo z. Dalla prima di (1) si ha che t°;~7=d;.
Pertanto anche la matrice delle differenze ha una
sola ‘colonna diversa da zero, la j-ma, in quanto
interessano soltanto le matrici E;;, cosa che eli-
" mina Poperazione di sommatoria rispetto a j. In
conformitd alle precedenti notazioni, nel caso pre-
sente di mutamento della colonna t;, indichiamo
con D/ 1a matrice delle differenze, con M/ la ma-
trice dei mutamenti a destra e con M/ la matrice
dei mutamenti a sinistra (°).
Questa volta, allora, (5) divengono:

Mi =1I- To—]' Di =] - (Mll’)
e ’ 10)
M=1-D T, =1- (M)

dove si noti che la matrice dei mutamenti a destra
ha ancora la sola colonna j, relativa al processo
j, senza alcun elemento generalmente nullo, mentre
la matrice dei mutamenti a sinistra presenta ora
tutti gli elementi generalmente non-nulli, proprio
perché la matrice inversa ‘della tecnologia iniziale
¢ moltiplicata a sinistra per una matrice delle diffe-
renze in cui figura un elemento diverso da zero su
ogni riga. Queste due matrici si presentano nel
modo seguente:

10...—M 0
1j
i
01 -M 0
MiE i
i
1-M
1
i
00 —M. 1
S— m, =
1-M -M ....-M
11 12 1m
-M 1-M ....—-M
M 21 22 2m
............. “Mi 39
C
i i i
-M -M . 1-M
- mi m2 mm_

Si vede ancora che il significato economico della
matrice dei mutamenti a destra si riconduce, come
nel caso precedente, all'operazione di un deter-
minato mutamento sul processo considerato j, per
passare dalla tecnologia al tempo 0 alla tecnologia
al tempo z. Tuttavia, in questo caso, si ricordi
che ognuno degli elementi significativi della ma-

trice dei mutamenti a destra non & il semplice
prodotto della differenza tra i coefficienti tecnici
considerati e del corrispondente elemento della
matrice inversa della tecnologia iniziale, ma &
una combinazione lineare di tali prodotti (con la
sommatoria variabile secondo l'indice relativo alle
merci).

Diversamente, il mutamento operato attraverso
la matrice dei mutamenti a sinistra, essendo rela-
tivo alle merci si ripercuote e rende significativi
tutti i suoi elementi, che appunto sono i prodotti
ordinati della differenza tra i coefficienti tecnici
che interessano per l'elemento corrispondente della
matrice inversa della tecnologia iniziale.

Quanto al problema duale, ancora da (7) si
ottiene

Mi=1-D/ T, =1— (M)
e an
Mi = I-— T’o—l D’l =1- (M,ij,)

per cui, dato il significato di costo alla dualita,
assume di nuovo maggior rilievo la moltiplica-
zione a sinistra, come mutamento da operare sul
costo del processo produttivo j; mentre la molti-
plicazione a destra denota la ripercussione su tutti
i costi di produzione dovuta al diverso impiego
di tutte le merci del processo j. Non occorre scri-
vere lo sviluppo delle matrici trasposte, in quanto
ovvio.

iii) Mutamento di una riga, cio¢ di tutti gli im-
pieghi di una merce. Questo caso & il simmetrico
del precedente. Infatti, in riferimento alla merce
assume prevalente rilievo la moltiplicazione a
sinistra. Per la moltiplicazione a destra si po-
trebbe pensare al mutamento di tutti i processi
produttivi nel solo impiego di una certa merce.

Allora sia t; il vettore riga della matrice tecno-
logica che subisce un mutamento tra il tempo 0 e
il tempo z. Dalla prima di (1) si ha che
to; — t%, = d;. Pertanto anche la matrice delle dif-
ferenze ha una sola riga diversa da zero, la i-ma,
in quanto interessano soltanto le matrici E;, cosa
che elimina l'operazione di sommatoria rispetto a
i. In conformitd alle precedenti notazioni, indi-
chiamo con Di la matrice delle differenze, con

() Ciog,
D' =X d;; By
M =(0-T,'%; dy; Eyp)
M=(0-2Z d; E; T.™Y)
e quindi
My = Zi Tw dw,
My =dy T



432 Mi la matrice dei mutamenti a destra e con M

la matrice dei mutamenti a sinistra (9.
- Questa volta (5) divengono:

) Mi=1-— To—l Di=I- (Miii)‘
e .. (12)
i=1-Di T,~'=1— M)

dove ora ¢ la matrice dei mutamenti a sinistra che
ha la sola riga i, relativa alla merce 7, senza alcun
elemento generalmente nullo, mentre la matrice
dei mutamenti a destra presenta tutti gli elementi
generalmente non-nulli, essendo ottenuta  molti-
plicando a destra  la matrice inversa della tecno-
logia iniziale per una matrice delle differenze in
cui figura un elemento diverso da zero su ogni
colonna. Queste due matrici sono corrispondenti
a quelle del caso precedente, dove si sostituisca il
riferimento 7 a j e si ricordi che la M & simile
alla M/ ¢ Ja M alla M/, con la riga i-ma signifi-
cativa al posto della colonna j-ma.

Anche linterpretazione economica & simmetrica
ove si pensi che per passare dalla tecnologia al
tempo O alla tecnologia al tempo z, la matrice
dei mutamenti a sinistra opera su tutti gli impieghi
alternativi della merce. i, esprimendo cosi i suoi
elementi significativi della riga, i-ma come com-
binazioni lineari (con sommatoria estesa rispetto ai
processi produttivi) delle differenze dei coefficienti
tecnici e degli elementi della matrice inversa della
tecnologia iniziale. Ancora simmetricamente va ve-
duto il mutamento su tutti. i processi produttivi
causato dai diversi impieghi di una certa merce,
operato dalla matrice dei mutamenti a destra, i
cui elementi sono semplici prodotti ordinati delle
differenze dei coefficienti tecnici per gli elementi
della matrice inversa della tecnologia iniziale.

Simmetrico & anche il problema duale, da (7):

M/i =1 Dli T’o—l =1- (Mljji)
e o _ (13)
Ml =]- TIO',_I ‘D’i =1 - (M’.iji)

il significato economico in termini di costo totale
della merce impiegata i (per la moltiplicazione a
sinistra) ovveéro di ripercussione su tutti i costi di
produzione dovuta al diverso impiego della merce
i in tutti i processi (per la moltiplicazione a
destra), & simile al precedente. Lo sviluppo delle

P

matrici trasposte ¢ intuitivo.

1iv) Mutamento di tutta la matrice, cio¢ dell’in-
tera tecnologia. Questo caso, ovviamente, & il pill
generale e si pud interpretare tanto come un mu-
tamento di tutti i processi produttivi, con la mol-
tiplicazione a destra, quanto come un mutamento
di tutte le merci impiegate, con la moltiplicazione

a sinistra.

Le notazioni sono senz’altro quelle generali date
nella posizione del problema, dato che interessano
tutti gli elementi, e quindi anche.la sommatoria di
(1) rimane estesa sia a i, sia a j (1),

Naturalmente, (5) rimangono le stesse, ciog:

M=1-T,' D=1-(M,)
e . &)
M=1-DT,~ = I (M,)

dove ormai entrambe le matrici dei mutamenti, sia
a destra sia a sinistra, hanno tutti gli elementi
generalmente diversi da zero, per il fatto che la
matrice inversa della tecnologia iniziale & molti-
plicata a destra o a sinistra, per una matrice delle
differenze in cui figurano elementi diversi da zero
su ogni colonna e su ogni riga. La forma della
matrice dei mutamenti completi a destra & la se-
guente:

1-M,, - Miz v = My

V- — My 1= My, e =My,
.......... - Ml] o s o v e

- Mm1 - Mm2 1- Mmm

mentre quella della matrice dei mutamenti a si-
nistra & analoga, essendo (I — M) = (M;)). Natural-
mente & diverso il modo in cui si ottiene ciascun
elemento, rispettivamente, della matrice a destra e
di quella a sinistra: nel primo caso, per l'interpre-
tazione economica, relativa al passaggio dalla
tecnologia al tempo O alla tecnologia al tempo z,
assume rilievo la ripercussione su tutti i processi
produttivi esercitati, mentre nel secondo caso as-
sume rilievo la ripercussione su tutte le merci im-
piegate come fattori di produzione (ovviamente,
& soltanto il momento interpretativo che & diverso
e non il risultato cui si perviene).

(19) Ciog,
D' = 25 dij E,-j
Mi=d-=T," % dij Ey)
M =(1—-%;d; B To™Y)

e giundi
Miij = Tiio’. dij
Miij = Ek dik Tjko’
(1) Ciot, = :
D= Zij d‘i’,j Eij

M=({-T,"' Z dy Ei)

M=(I-2%Z; dy Ey T,
e quindi ‘

Mi; = Zp Tu® dy;

M;; = Xy di T



Il problema duale & esattamente il (7):

 M=I-DT =My

e : Y
M=1-T,D =1I- M}

il cui significato economico & evidentemente quello

di ripercussione sui costi dei processi produttivi

(per la moltiplicazione a sinistra) e di ripercus-

sione sui costi totali delle merci impiegate (per

la moltiplicazione a destra). Tralasciamo ancora

lo sviluppo delle matrici trasposte. ‘

3. Interpretazione di schemi di produzione

Le diverse soluzioni ora trovate, per i possibili
mutamenti tecnologici considerati, possono rive-
stire un particolare interesse allorché queste tecno-
logie e i loro mutamenti nel tempo sono applicati
a schemi di produzione. Esamineremo nell’ordine,

a) il significato dei risultati da noi precedente-
mente raggiunti in relazione a diversi schemi di
produzione, e, b) I'uso dei diversi metodi econo-
metrici correntemente seguiti per stimare i muta-
menti tecnologici.

a) Un semplice modello lineare di produzione
¢ quello in cui T, matrice della tecnologia presa
in esame, serve per associare un vettore X a un
altro vettore y, entrambi diversi da zero (positivi)
e aventi lo stesso numero m di componenti. La
relazione che si pone per i vettori che risolvono
il modello, &:

Ty =x
ciog 14

y=T"X

Di questo schema di produzione ha pure interesse
il problema duale, ossia

Tv=p
ciog (15)

v=T""p

dove la matrice trasposta dei coefficienti tecnici,
T, trasforma il vettore p nel corrispondente vet-
tore v, entrambi diversi da zero (positivi) e con
. m. componenti. , )

Negli schemi di produzione del tipo di Walras,
si & soliti indicare con A la matrice dei coeffi-
cienti tecnici; per cid che concerne il solo momento
produttivo si considera x =X come dato, inter-
“pretabile come vettore delle quantitd di merci im-
piegate nella produzione, per avere y, interpreta-
bile come vettore delle quantith di merci otte-
nute dalla produzione; analogamente si considera
p =p come dato, vettore dei prezzi delle merci

prodotte, per avere v, vettore dei prezzi delle merci 1

impiegate. Si ha quindi da (14) ¢ (15):
Ay =X = y=A"X
Av=p —> v=A"1p '

Naturalmente, tutte le considerazioni svolte pre-
cedentemente sono da vedersi in funzione del lo-
ro riferimento ai possibili modelli economici di
produzione, e come tali quindi esse si applicano
direttamente allo studio di uno schema di produ-
zione di tipo walrasiano per il passaggio da una
matrice di coefficienti A, a un’altra matrice. A,. Per
tale motivo ¢ inutile ripetere le proprieti trovate a
proposito di un possibile mutameno nel tempo dei
coefficienti tecnici. In questo schema, tuttavia,
non assume un particolare significato la matrice in-
versa dei coefficienti tecnici, per cui non sono pos-
sibili interpretazioni applicabili invece a altri
schemi. Sard interessante, viceversa, vedere in
qual modo le soluzioni dei mutamenti tecnici si
riflettono sulle soluzioni economiche di quantita
€ prezzi.

Un altro schema al quale potrebbero applicar-
si le considerazioni sui mutamenti tecnologici &
quello del tipo di von Neumann. Qui non esami-
niamo dettagliatamente questo caso. Basta ricorda-
re che in questo schema si prendono in considera-
zione due matrici, A e B, la prima riferita alle
quantitd di merci impiegate nella produzione e la
seconda riferita alle quantitd delle stesse merci ot-
tenute dalla produzione. Cid significa anche che
il vettore delle merci prodotte, oltre a essere mol-
tiplicato per la matrice B anziché per la matrice
unitaria, avrd tutte le sue componenti corrispon-
denti a quelle del vettore delle merci impiegate; per
le condizioni di equilibrio, inoltre, questa corri-
spondenza sard proporzionale, cio® X = y/a. Ana-
logamente il problema duale presenta la corrispon-
denza dei due vettori dei prezzi delle merci im-
piegate e ottenute, con la condizione di equilibro
proporzionale v = pB. Allora, (14) e (15) formal-
mente divengono, per i vettori. risolventi:

B—-aA)y =0
B-8A)p =0

dove @ & un numero che indica il fattore di

‘sviluppo della produzione, ¢ B un numero che in-

dica il fattore di interesse (in equilibrio o = 8,
sotto opportune condizioni riguardanti la tecnolo-
gia). ‘

Per applicare le considerazioni svolte in rela-
zione ai mutamenti- tecnologici tra il tempo 0 ¢ il
tempo z, occorrerebbe ovviamente prendere in



134 esame due serie di possibili mutamenti, sia su

A sia su B, e vederne tutte le conseguenze econo-
miche sulle soluzioni (*). ,

Un altro schema, quello relativo al cosiddetto
sistema chiuso di Leontiev, non necessita di par-
ticolare attenzione, potendo essere ricondotto a
un caso particolare del precedente schema di tipo
neumanniano (ponendo B = I). Si tratterebbe di
ricercare l'autovalore massimo della matrice A,
la quale sola sarebbe sottoposta a possibili muta-
menti tecnologici, senza peraltro potersi avvalere
significativamente sul terreno economico di tale
semplificazione (13).

Arriviamo cosl a interpretare lo schema di pro-
duzione che pil ci sembra interessante, quello del
tipo aperto di Leontiev. A un esame delle relazioni
di carattere generale (14) e (15), si vede che si pre-
sentano due diverse possibili interpretazioni: una
apparentemente pilt formale ma con implicazioni
economiche pili immediate, ’altra apparentemen-
te pil conforme al significato degli schemi pre-
cedenti ma con qualche maggiore difficoltd di in-
terpretazione. Le esamineremo entrambe in que-
sto ordine.

Nel primo caso, basta porre nelle (14) e (15)
T = (I — A), matrice dei coefficienti tecnici rela-
tivi ai reimpieghi delle merci come fattori inter-
medi di produzione; x =¢, vettore dei consumi o
pilt generalmente degli impieghi finali delle merci
prodotte; inoltre, scrivendo p al posto di v, come
vettore dei prezzi delle merci prodotte dal siste-
ma e impiegate sia nella fase intermedia sia in
quella finale, ¢ W al posto di p come vettore dei
costi in termini di un unico fattore originario di
produzione (lavoro) (), si ottiene lo schema di
produzione di tipo leontieviano aperto:

I-Ay=c — y=(0-A)y'c=(@A%c
e 16)
I-AYp=¥—> p=>I-A"'W=(AYW

dove A’;; £ (A’;) = (I — A)~! & il generico coeffi-
ciente di attivazione cio¢ l'elemento di posto (i)
della matrice inversa dei coefficienti tecnici rela-
tivi ai reimpieghi (%5,

Riprendendo in esame le soluzioni dei muta-
menti si possono cominciare a vedere alcune im-
portanti interpretazioni economiche. Innanzi tutto
da (1) risulta che dy; = a%; — a%; (per ogni i, j) e
quindi D = A, — A, cio¢ vi ¢ un cambiamento
di segno nella differenza tra la tecnologia al tem-
po 0 e la tecnologia al tempo z. Questa variazione
di segno va ben tenuta presente per il significato
economico dell’elemento d;;, che & gia stato messo
in luce (¥%). Come si & detto, la matrice dei muta-

menti (a destra o a sinistra) & formata da elementi
che sono combinazioni lineari delle diflerenze tra
i coeflicienti tecnici con gli elementi della matrice
inversa della tecnologia iniziale, cioé con gli ele-
menti T%; € T,~!, come risulta da (5). Ma nella
interpretazione qui data dello schema di produ-
zione di tipo l¢ontieviano, essento T, = (I — A)),
gli elementi A°’; &€ (I — A,)~! non sono altro che i
coefficienti di attivazione relativi alla matrice ini-
ziale dei reimpieghi. Ne risulta pertanto che gli ele-
menti delle matrici dei mutamenti a destra ¢ a
sinistra, e delle loro trasposte, sono funzioni li-
neari dei coefficienti di attivazione e delle diffe-
renze tecnologiche: potremo chiamare tali ele-
menti «coefficienti di innovazione ».

E interessante osservare come sono costituiti
questi coefficienti di innovazione nella matrice
dei mutamenti a destra e nella matrice dei mu-.
tamenti a sinistra. Conformemente alle interpreta-
zioni economiche precedentemente suggerite, la
matrice dei mutamenti a destra deve porre in
maggior risalto il fenomeno relativo ai processi

produttivi, mentre la matrice dei mutamenti a

sinistra deve porre in maggior risalto il fenomeno
relativo alle merci impiegate. Cosi si vede che,
nel primo caso, il generico coefficiente di inno-
vazione M;; = X, A%y dy; risulta essere funzione
dei coefficienti di attivazione relativi al peso che le
diverse merci hanno sulla produzione complessi-
va della merce in questione, i, e delle differenze
tecnologiche relative alle quantitd delle diverse
merci impiegate nel processo in questione, j; nel
secondo caso, il generico coefficiente di innovazio-
ne M;; = Xydy A risulta essere funzione del-
le differenze tecnologiche relative alle quantitd

.

(12) Non si pud infatti considerare formalmente
T=B-aA) e x=0 perché, dovendo essere
y > 0, risulterebbe det T = 0.

(3) V. nota precedente.

(14) Per dompletare il modello con Iinclusione
della quantitd di lavoro necessario e del salario, ba-
sta aggiungere un vincolo al problema diretto (chia-
mando x la quantitd di lavoro).

Am+1 Y =X
in modo che (chiamando v il salario unitario) sia
W= ana V

(1) E noto che il generico coefficiente di attiva-
zione A’ indica la produzione complessiva (diretta e
indiretta) della merce j richiesta dall’impiego unitario
finale della merce i. Nel caso di matrice tecnologica
indecomponibile i coefficienti di attivazione sono stret-
tamente positivi (teorema di Hawkins-Simon).

(16) Si veda nota 3.

Qui dij = - dij



della merce in questione, i, impiegata nei diversi
processi, e dei coefficienti di attivazione relativi al
peso che la merce ottenuta dal processo in que-
stione, j, ha sulla produzione complessiva delle
altre merci (V7).

La lettura diretta di ciascun termine A%y; dy;, ov-
vero dy, A%, secondo che si consideri la matrice
M a destra o la matrice'M a sinistra, dice, rispet-
tivamente, quale deve essere la variazione della
vroduzione complessiva di i in relazione all’impie-
go della merce h, dovuta a un differente impiego
della stessa merce h nel processo j (effetto di
« trasformazione »); ovvero, quale deve essere la
variazione provocata dall'impiego della merce j
sulla produzione complessiva di k, dovuta a un dif-
ferente impiego della merce i nello stesso pro-
cesso produttivo k (effetto di « sostituzione »).

L’interpretazione ora data, di uno schema di
produzione di tipo leontieviano pud essere quindi
di notevole interesse perché riesce a esprimere il
passaggio da una tecnologia al tempo 0 a una tec-
nologia a un tempo successivo z mediante una

semplice moltiplicazione per un’altra matrice (a
~ destra o a sinistra), i cui elementi — che qui abbia-
mo appunto chiamato coefficienti d1 innovazione
— sono funzioni dei coefficienti di attivazione. Oc-
corre notare che i coefficienti di attivazione sono
naturalmente noti mentre ovviamente sono inco-
gnite le differenze tecnologiche; perché, altrimen-
ti, se queste differenze fossero note non sussistereb-
be alcun problema per passare dalla tecnologia 0
alla tecnologia z, ma soltanto alcuni calcoli per
valutare gli effetti di un simile mutamento. Un ti-
pico problema econometrico consisterebbe, quindi,
nella stima dei coefficienti di innovazione, da -cui
-— attraverso i coefficienti di attivazione noti — si
potrebbe risalire al valore da attribuire alle diffe-
renze tecnologiche. Su questo e su altri problemi
di significato economico si discuterd tra breve.

Ritornando per un momento alla seconda possi-

bile interpretazione dello schema di produzione
di tipo leontieviano aperto, si vede subito in
quale altro modo si possa ottenere (16) da (14) e
(15). Si & detto che questa seconda interpretazione
¢ apparentemente pill immediata; di fatto, com-
.porterd qualche maggiore difficoltd interpretativa.
Allora, basta porre T = A (come gia si era fatto
per lo schema di tipo walrasiano) e, naturalmen-
te, trattandosi di un sistema di transazioni inter-
settoriali, X = y — T, vettore delle produzioni de-
stinate ai reimpieghi, cio& al netto dei consumi e
impieghi finali; inoltre, scrivendo p al posto di v
come vettore dei prezzi delle merci prodotte dal
sistema, e p — W come vettore dei costi di pro-
duzione relativi ai reimpieghi, ciod al netto del

costo dell’'unico fattore originario di produzione '
(lavoro) si ottiene, appunto, lo schema (16) di tipo
leontieviano aperto (%9).

Innanzi tutto si noti che da (1) questa volta ri-
sulta effettivamente che d;; = a°; — a%; (per ogni
i, j) ciot anche D =A, — A,, cid significa che d;;
= — dj, ovvero D = — D. Una volta accerta-
ta, questa differenza non nuoce all’interpretazione
che si vuole dare. La maggiore difficoltd, invece, ri-
siede nel fatto che nelle matrici dei mutamenti fi-
gura il fattore T,-!, ciog, in base alle presenti po-
sizioni, il fattore A 1. Ora & noto che non sono
gli elementi di A,~! che possono essere interpre-
tati come coefficienti di attivazione, ma quelli
della matrice inversa (I — A))~L.

Questa difficoltd interpretativa pud essere su-
perata tentando di porre in relazione A,"!
con (I— A\ 1l tentativo & possibile: la rela-
zione definitoria, tautologica, &

I — det(I—A) I—-A)!

A-l —
det A

A1 = o [A—A)],

essendo ¢ una funzione nota. Chiamiamo per
comoditd M, la matrice dei mutamenti relativa a
a questa seconda interpretazione dello schema
di tipo leontieviano aperto. Si vede immediata-
mente (cosa facilmente controllabile) che gli ele-
menti della matrice M, differiscono dagli elementi
della precedente interpretazione della matrice M
per due circostanze: la prima, ovvia, che il deno-
minatore di ogni elemento della matrice M, &
det A,, mentre quello relativo alla matrice M &
det (I — Ap); la seconda, che al numeratore del-
I’elemento generico di posto (i, j) occorre togliere
la corrispondente differenza tecnologica dj; (*°).
Pertanto occorre tener conto del cambiamento
dell’unitd di misura, da det A, a det (I—A,), e del-
la presenza in ogni elemento della matrice M, del-
la differenza d;; / det A,. Allora, si pud scrivere

(17) A titolo di esempio in un sistema 2 X 2 si ha
[ A, dy + A, dy Ay di, + A, dy, ]
M=

A'lz d11 + Azz d;l; Alz dlz + Azz dzz

[ du Au + du Alz; dll Azl + dlz Azz
M=
d:u Au + dzz Azz dzl All + dzz Alz;

(18) Si veda nota 14.
(%) In questo confronto si & naturalmente tenuto
presente che d;; = — dy;.



© 186 la matrice M, in termini della matrice M e della

matrice D, cioé: -

det I—A) T° 1
— My ————D

(det A"
Ponendo le quantith note det I—A)* = a e
1/ (det A))® = b, tenendo presente che D = — D
e che, per (4), D = (I—A,) (I—M), il precedente
risultato pud essere scritto

MA —_
det A,

My,=abM—bd-A) A~ M) =fM)

cio¢ la matrice dei mutamenti M relativa a que-
sta seconda interpretazione & una semplice fun-
zione nota della matrice dei mutamenti M rela-
tiva alla prima interpretazione data; interpreta-
zione che pertanto, a meno della trasformazione
tappresentata dalla funzione f, conserva tutta la
sua validith, nei termini gid detti dei coefficienti
di innovazione. Tutte le interpretazioni e appli-
cazioni relative allo schema di produzione di tipo
leonteviano saranno dunque ricondotte a questo
unico motivo. «

b) ‘Nella letteratura economica I’attenzione che
¢ stata data ai mutamenti tecnologici relativi alle
matrici leontieviane ha interessato soprattutto la
questioni econometriche riguardanti l'aggiorna-
mento periodico dei coefficienti di tali matrici e
la valutazione degli effetti causati da tali muta-
menti sulle soluzioni economiche. Quindi, un’at-
tenzione rivolta alla pura manifestazione del fe-
nomeno e non alla sua formazione. Viceversa,
nell’analisi precedente da noi condotta si & ten-
tata una spiegazione e una interpretazione dei
fenomeni connessi con i mutamenti di una tecnolo-
gia lineare. Su questa base si pensa che sard pos-
sibile, allora, arricchire anche l’esperienza eco-
nometrica.

I metodi di aggiornamento delle matrici leon-
tieviane cui ci riferiamo sono quelli elaborati da
Stone e da Paelinck. Diamo per noti i diversi aspet-
ti del cosidetto metodo RAS, che sotto varie forme
costituisce la base per tenere conto dei muta-
menti tecnologici. Ci riferiremo quindi a quei
punti che interessano in relazione al problema
trattato in questa sede, e cid sard fatto in modo
esauriente anche per coloro che non hanno fa-
miliarith con il metodo RAS.

Innanzitutto, consideriamo di dover ragionare
esclusivamente sulla matrice propria dei coeffi-
cienti tecnici, cioé sulla tecnologia rappresentata
in termini quantitativi e non in termini di valore;
cosa che, viceversa, si & costretti a fare nella mag-
-gior parte delle applicazioni di matrici leontievia-

ne. In tal modo non avremo pill bisogno di fare
alcun cenno-alla modifica della matrice dei coef-
ficienti tecnici per tener conto dell’effetto dei .
prezzi. '

Partendo dunque da una matrice, in termini
quantitativi, vediamo che il metodo RAS' pren-
de in considerazione due motivi di mutamento:
il primo, relativo all'impiego di ciascuna merce
come mezzo di produzione opera sulle righe; il
secondo, relativo all’ottenimento di ciascuna mer-
ce come risultato di un processo di produzione,
opera sulle colonne. A questo punto si pud gia no-
tare una corrispondenza dell’interpretazione dei
mutamenti dal punto di vista della merce impie-
gata, come riga, e dal punto di vista del processo -
produttiVo, ‘come colonna. Questo, come si & detto
nelle considerazioni precedenti, conferisce un di- -
verso significato alla moltiplicazione a sinistra
o a destra della matrice della tecnologia iniziale.

In effetti, nel metodo RAS la matrice della tec-
nologia iniziale, A,, viene moltiplicata sia a
sinistra per una matrice R, relativa ai mutamen-
ti dal punto di vista delle merci impiegate, sia a
destra per una matrice S, relativa ai mutamenti dal

punto di vista dei processi di produzione. Si ot-

tiene pertanto la relazione che consente di passare
dalla tecnologia al tempo O alla tecnologia al
tempo z: :

A, =RA,S

A differenza di quanto veduto nell’analisi da noi
condotta, dove era la moltiplicazione a destra o
a sinistra della matrice della tecnologia iniziale
per la matrice dei mutamenti, che portava l'in-
terpretazione sulla merce o sul processo, nel me-
todo RAS la tecnologia iniziale & moltiplicata sia
a destra sia a sinistra lasciando pertanto separati i
due aspetti interpretativi dell’unico problema. Per
esaminare le conseguenze di cid, occorre valuta-
re dettagliatamente il contenuto dell’equazione
RAS. .

Naturalmente, come nel problema (1) - (5), la
differenza tra A, e A, non & nota — altrimenti
non si porrebbe neanche la questione. Partendo
da tale incognita, siamo riusciti a esprimere il
mutamento tecnologico in termini di coefficienti
di innovazione, come funzioni, di coefficienti di
attivazione. Nel metodo RAS, partendo dalla stes-
sa incognita, non si tenta una spiegazione teorica
del mutamento tecnologico ma soltanto una sti-
ma di R e di S per poter passare da A, a A,.

Dunque, occorre ricercare il significato. delle
due matrici R e S che descrivono il mutamento
tecnologico. R ¢ S sono due matrici diagonali
dello stesso ordine, m, delle matrici A. Il fatto



che siano matrici di ordine m & richiesto dalle
condizioni di calcolo dell’equazione RAS. In
effetti, R e S sono scritte convenzionalmente come
matrici diagonali, per le esigenze di calcolo ora
dette, essendo in realtd ottenute dai corrispon-
denti vettori r e s, indicativi, rispettivamente, del
mutamento degli impieghi delle diverse merci
nella produzione e del mutamento del livello di
" produzione dei diversi processi.

Come & ovvio, i mutamenti espressi dai vettori
r ¢ s sono complessivi, per riguardo a ciascuna
merce impiegata nei vari processi e a ciascun pro-
cesso impiegante le varie merci: cioé¢ i vettori co-
me tali, non sono in grado di distinguere il mu-
tamento dell’impiego di ciascuna merce in un
certo processo o il mutamento di ciascun proces-
go rispetto all’impiego di una certa merce. Per-
tanto, la trasformazione convenzionale di tali vet-
tori nelle corrispondenti matrici diagonali & ar-
bitraria, nel senso che ipotizza implicitamente
che i mutamenti sui coeffiicenti tecnici si pro-
ducono in maniera uniforme (sia con riferi-
mento alle merci-righe, sia con riferimento ai pro-
.cessi-colonne).

In realth questo & il limite riconosciuto del
metodo RAS, tanto & vero che alcuni, Paelinck a
esempio, lo impiegano soltanto per quei settori
in cui una distribuzione uniforme pud ritenersi
pit attendibile, stimando con metodi diretti la
tecnologia degli altri settori. Da quanto detto, ri-
sulta immediata una riflessione: che, sia pure ap-
prossimativamente, sarebbe desiderabile poter ipo-
tizzare esplicitamente distribuzioni non-uniformi
dei mutamenti sui coefficienti tecnici. E possibile
che studi econometrici accurati, sulla natura dei
coefficienti di innovazione da noi introdotti, rie-
scano a contribuire alla soluzione di questo
problema. Infatti, le matrici dei mutamenti di
cui sono state illustrate le proprieta, essendo ba-
sate sui coefficienti di attivazione, tengono pro-
prio conto del fenomeno di interdipendenza che
lega i vari settori e le varie merci, fenomeno tra-
scurato invece dalle matrici R e S i cui singoli
errori si ripercuotono pertanto su tutta la matri-
ce. Formalmente, infatti, le matrici M hanno ge-
neralmente non-nulli tutti gli elementi che si rife-
riscono al processo o alla merce di cui si con-
sidera l'aspetto innovativo nella tecnologia, men-
tre le matrici R e S hanno non-nulli soltanto gli
elementi della diagonale principale; di qui la
fonte di errore sulla distribuzione degli effet-
ti innovativi nella tecnologia.

Proseguiamo nell’analisi comparativa dell’equa-
zione RAS e nella ricerca del significato delle
_ matrici R e S. Come nelle considerazioni sui mu-

tamenti di una tecnologia lineare, qui presentate,
la matrice delle differenze dei coefficienti tecnici
¢ incognita, cosi pure le matrici R e S, cio¢ i cor-
rispondenti vettori r e s, sono incogniti. La sti-
ma econometrica di tali vettori & condotta con un
metodo iterativo, partendo dai dati noti delle ven-
dite di ciascuna merce impiegata complessiva-
mente in tutti i processi di produzione, vettore.
indicato con r, e degli acquisti complessivi in cia-
scun processo di produzione di tutte le merci im-
piegate nella produzione, vettore indicato con S.
Questi vettori complessivi, r e § sono noti, rispet-
tivamente, a partire dalla produzione globale al
netto degli impieghi finali (consumi e investimenti)
per avere i reimpieghi, ¢ a partire sempre dalla
produzione globale al netto del valore aggiunto
per avere il valore delle merci reimpiegate.

I metodo iterativo consiste nel modificare pro-
gressivamente la matrice della tecnologia, quadran-
do reciprocamente i risultati — necessariamente
difformi — una volta rispetto alle vendite delle
merci impiegate, una volta rispetto agli acqui-
sti dei processi produttivi. Il procedimento si com-
pie un numero / di volte finché raggiunge I'ap-
prossimazione desiderata; nell’iterazione per la
quadratura dei risultati si fa operativamente uso
delle matrici diagonali corrispondenti ai vettori
noti, cosi:

RR,-IR,-1..R ) A (S'S,18,-1,.§)«A,
da cui si ottiene I’equazione RAS ponendo

S « 8§ -1 §,-t
R« RIR -1 R,-1 |

. Rl_l
. Sl_l

La comparazione condotta, tra il metodo RAS e le
considerazioni sui mutamenti tecnologici relativi a
uno schema di produzione di tipo leontieviano
qui presentato ha il solo scopo di favorire un
possibile miglioramento dei metodi econometrici
rivolti alla stima dei coefficienti delle matrici
leontieviane, laddove si riescano — partendo da
un insieme di dati noti sull'economia — a sti-
mare i coefficienti di innovazione delle matrici dei
mutamenti M, anziché le matrici diagonali R ¢ S
con il metodo iterativo ora ricordato, il quale pre-
senta notevoli limiti di applicabilita.

Draltra parte le considerazioni da noi fatte sui
mutamenti tecnologici, oltre a rivestire un di-
retto interesse teorico nella spiegazione della
natura che unisce una tecnologia al tempo 0 con
una tecnologia al tempo z, non si limitano —
sul piano applicativo — alla possibile stima eco-
rometrica di una matrice successiva a una .ma-



trice nota, ma possono applicarsi a una serie di
prescrizioni programmatiche di cui diremo tra
breve.

4. Applicazioni di carattere economico

Nell’analisi qui condotta, dopo aver breve-
mente esposto alcune delle principali proprietd
dei mutamenti di una tecnologia lineare, ne ab-
biamo esaminato le conseguenze su alcuni sche-
mi di produzione generalmente noti, in partico-
lare su quelli di tipo leontieviano. Tuttavia gli sche-
mi di produzione, in accordo con (14) e (15), costi-
tuiscono alcuni modelli economici lineari —
eventualmente insieme a altre condizioni di equi-
librio economico. Di tali modelli quindi, bisogna
ora valutare le possibili applicazioni e i signifi-
cati delle soluzioni di carattere economico.

Procedendo con ordine conviene iniziare consi-
derando un semplice modello riducibile a un pro-
blema diretto ¢ duale di programmazione lineare,
la cui soluzione & del tipo (14) e (15). Riferendosi
al passaggio da una tecnologia al tempo O a
una tecnologia al tempo z, sulla base di (2) e
(6), & facile confrontare le soluzioni economiche
in relazione alla matrice dei mutamenti appli-
cata allo schema di produzione. Si ha direttamen-
te da (14) e (16):

Vo=To ' X ; ¥, =T, ' x
Vo=Tlo_1 P;Vv,= Tz—1 p

per cui, considerando (2) e (6) si giunge alla se-
guente relazione, usando la matrice di trasforma-
zione a destra per il problema diretto e quella
a sinistra per il duale:

Yo=My, y,=M-ly,
e amn
vo=Mv, v,=M-!y,

dove si & ipotizzata la costanza di x e p nel tem-
po, ciog, si & posto X, =X, =X e P, = P, = P.
Se cosi non fosse, ma sempre considerando x e p
dati o calcolabili, le precedenti relazioni si tra-

sformerebbero in

V. = (TM)™! x, = M~* T,7' %,
e (18)
VZ = (T,O M’)— ! pz = M,— ! T’O— ! pz

Se anziché usare la matrice di trasformazione a
destra e a sinistra, rispettivamente per i proble-
mi- diretto e duale, usassimo al contrario quelle a
sinistra e a destra, anche nell’ipotesi valida per

(17) di costanza nel tempo di X e p, non potrem-
mo giungere a relazioni tipo (17). Infatti, da

\
= MT)Ux =T, M- x
e (19)
v, =M T)?'p =T, -t M-! P

non & possibile ricavare, rispettivamente, le so--
luzioni di y, = T,"x e v, = T’,-!p. Dato che
y ¢ il vettore che indica il livello cui vengono e-
sercitdti i processi produttivi e p il vettore che
indica il prezzo di produzione delle merci otte-
nute, risulta confermata da questa applicazione
la preminenza della moltiplicazione a destra nel
problema diretto e della moltiplicazione a sini- |
stra nel problema duale.

Tutte le soluzioni ora trovate relative ai modelli
economici lineari e in particolare (17), trovano la
loro interpretazione applicativa pilt valida ancora
una volta nel caso dei modelli di tipo leontieviano
aperto. Avendo infatti scritto (IFA)— T, ¢— X,
pP—>V, W-—>p, risultano immediati i vari colle-
gamenti tra soluzioni al tempo 0 e soluzioni al
tempo z, tra consumi (al tempo O o al tempo z) e
produzione complessiva, tra prezzi (al tempo 0 o
al tempo z) e salario, sempre per il tramite di
una matrice dei mutamenti, cio dei coefficienti di
innovazione, cio& ancora dei coefficienti di attiva-
zione al tempo 0 e delle differenze tecnologiche tra
il tempo O e il tempo z.

Le possibili applicazioni che ne conseguono, e
sulle quali non ci dilungheremo in questa sede,
rigunardano, a esempio, la possibilita di calco-
lare la produzione complessiva ritenuta neces-
saria in una certa data successiva a quella di cui si
conoscono i dati, una volta che si siano stimati
i coefficienti di innovazione.

Allinizio di questo articolo si & accennato a un
diverso criterio di applicazione, sui risultati otte-
nuti dalle soluzioni di modelli economici lineari,
che potrebbe risultare di notevole interesse: vo-
gliamo richiamarci alla connessione tra investi-
menti (nel senso di mutamenti di processi produt-
tivi) intrapresi a una certa data e consumi a una
data successiva. Si supponga naturalmente di avere
a disposizione tutti i dati economici che servono,
riferiti al tempo O; si supponga, inoltre, che al
tempo z si voglia indurre un certo insieme di
consumi c,. Normalmente, nei modelli di tipo
leontieviano, si pensa astrattamente a una pura e
semplice imposizione obbligatoria ¢ programmata
di questi consumi, oppure, per una maggiore con-
cretezza apparente, si pensa di escludere il caso
limite di consumi coatti e si parla di previsione
della composizione della domanda finale.. Qui sug-
geriamo un’altra interpretazione che ci sembra




.molto pil reale nei sistemi economici di tipo capi-
talistico guidati dall’attivitd produttiva, nei quali
cioe la cosidetta sovranitd del consumo — che ne-
cessiterebbe di un sistema di valori d’'uso — @&
sostituita dalla sovranitd della produzione che in-
duce il consumo — in un sistema fondato sulla
creazione di valori di scambio. Consideriamo,
allora, il vettore ¢, noto, come se i consumi fossero
fissati coattivamente. Tuttavia non ci limitiamo a
calcolare, sulla base di dati riferiti al tempo z,
quale debba essere conseguentemente la produ-
zione complessiva. Proprio per il fenomeno di in-
duzione dei consumi da parte della produzione,
pensiamo che si possa individuare un metodo piit
raffinato, che non la brutale imposizione, per per-
venire agli stessi risultati voluti da parte dei gestori
della produzione

L’analisi da compiere si trova nelle relazioni
(17) - (19): fissato il vettore ¢,, nota la matrice
(X — A)~L, occorre verificare quali mutamenti
tecnologici & necessario introdurre per ottenere la
produzione complessiva y, che garantisca quei
consumi c,, senza che si ipotizzi alcuna alterazione
del sistema delle preferenze dei consumatori. Si
osservi bene che & quest’ultima l'ipotesi fonda-
mentale che riesce a far attribuire al mutamento
dei processi di produzione la causa principale del-
I'imposizione nascosta di certi consumi prestabi-
liti (®). Infatti individuati i mutamenti tecnologici
necessari, supponendo fissato w,, si trovano i nuo-
vi pezzi duali p, di equilibrio, che devono cioé¢
soddisfare, in base alle funzioni di domanda dei
consumatori, il consumo che si vuole imporre ¢ la
produzione che lo sostiene. (Alternativamente si
pud pensare di fissare quei prezzi che a partire
dalle funzioni di domanda facciano assorbire il
consumo imposto e di verificare quali mutamenti
tecnologici si rendano necessari affinché la produ-
zione complessiva che ne risulta, da un lato sia
duale dei prezzi dati, dall’altro garantisca il con-
sumo prestabilito).

Dalla pitl elementare analisi microeconomica del
consumo, circa l'influenza della domanda su prezzi
e quantitd di equilibrio, & noto che il tasso di
sostituzione di due merci deve essere uguale al
1apporto dei loro prezzi, in posizione di equilibrio
— ¢ cid vale anche nel caso di tecnologia lineare
dove basta scrivere le relazioni nel discreto an-
ziché nel continuo. Allora, considerate due merci
i, j, deve essere

dy; Pj

In altre parole, il punto che qui si sostiene e
che tende a eliminare ogni ipocrisia sulla pretesa

autonomia del consumo, & il seguente: coloro
che gestiscono il sistema produttivo desiderano che
il sistema economico esprima un certo insieme di
consumi a una certa data; se i consumi espressi
alla data iniziale non corrispondono a quelli fu-
turi desiderati dai produttori, essi fanno si che
venga alterato il tasso di sostituzione tra le merci;
questa alterazione pud essere ottenuta a paritd di
preferenze, cioé muovendosi su una varietda di
indifferenza assegnata; in queste condizioni, I'al-
terazione richiesta si ottiene facilmente variando i
prezzi relativi di cui & nota la relazione con il tasso
di sostituzione; la variazione richiesta dei prezzi
relativi & ottenuta dai produttori mediante una mo-
dificazione dei livelli dei processi produttivi consi-
derati; la modificazione dei livelli di produzione &
resa conveniente da mutamenti tecnologici che
rendano compatibili i prezzi di produzione con i
i nuovi prezzi relativi richiesti; cosi i mutamenti
tecnologici introdotti dai produttori li garantiscono
sull’adempimento dell’ obbligo di consumare, ce-
lato e indotto, che essi hanno 1mposto in tal modo
al sistema.

Una considerazione importante concerne la ca-
pacitd del sistema produttivo a introdurre i mu-
tamenti tecnologici richiesti: ovviamente, se il
sistema non avesse tale capacitd occorrerebbe ri-
vedere Pinsieme dei consumi e ricondurlo a un
runto tecnologicamente accessibile. Nel caso par-
ticolare del modello di tipo leontieviano, di cui
stiamo discorrendo, questa capacitd & ricondotta
all’'unico fattore originario, cio¢ al lavoro; tutte
le altre merci, impiegate come fattori di produ-
zione, sono a loro volta ottenute dal processo
stesso di produzione. In questo senso dunque, si
deve interpretare il ruolo dinamico dei mutamenti
tecnologici. Cio¢ l'effetto di un investimento pre-
sente su un consumo futuro, in quanto la decisione
di indurre un certo tipo di consumi a una certa
data successiva non viene fatta irrazionalmente
prendendo la decisione di produrre quella partico-
lare merce-bene-di-consumo a quella data succes-
siva, ma viene mascherata dalla decisione, certa-
mente meno appariscente, di produrre alla data

‘iniziale quelle particolari merci-beni-di-investimen-

to che saranno in grado di apportare i mutamenti
necessari ai coefficienti tecnici di produzione.

In uno studio di un sistema reale di produzione,
sia pure basato su un modello di tipo leontieviano,

(®) Nella misura in cui si riuscisse a alterare il
sistema delle preferenze dei consumatori, I'induzione
dei consumi diverrebbe un fenomeno diretto da non
mediare necessariamente con alcun mutamento tecno-
logico.



per verificare quali mutamenti saranno opportuni
per pervenire a una nuova tecnologia, si dovranno
tenere presenti un insieme di dati economici col-
laterali, che costituiranno le condizioni per la
migliore individuazione della matrice dei muta-
menti. Tra tali dati risultano essere di primaria
importanza quelli relativi al tempo di produzione
€ messa in opera delle merci-beni-di-investimento;
alla possibile non-linearitd dei processi produttivi
allorché si verifichino forti variazioni nei livelli cui
essi vengono esercitati (3!), alla fissazione esogena
del salario, w, veduto come fonte della domanda
effettiva delle merci-beni-di-consumo, per cui si
puod rendere necessaria una variazione del tasso di
salario da parte dei produttori, tale che li garan-
tisca nella collocazione della loro produzione.

In questo articolo non cercheremo di analizzare
pit a fondo tutte le condizioni analitiche neces-
sarie per sostenere il discorso accennato, quindi
non proveremo neanche a dare una impostazione
rigorosamente formalizzata al ragionamento fatto
e a condurre una ricerca sull’esistenza di soluzioni
uniche per un simile modello. Di questi problemi
sard interessante occuparsi in una sede diversa e
apposita, che tenga conto di tutti gli auspicabili
sviluppi di questo ragionamento.

Terminiamo, comunque, formulando analitica-
mente il problema derivante dalle applicazioni
economiche ora intraviste, in modo da presentare
un insieme di questioni aperte, da risolvere e dimo-
strare. Cid che interessa soprattutto & la discus-
sione sulle condizioni che si rendono necessarie
per individuare quella matrice dei mutamenti che
dia senso alle soluzioni intertemporali di un mo-
dello economico lineare.

Riprendendo in considerazione il modello di
tipo leontieviano aperto, possiamo scrivere le di-
verse relazioni sulle quali dovra essere condotto un
futuro studio dettagliato. Tali relazioni si otten-
gono da (18), dalla similitudine tra M e M, dalle
preferenze dei consumatori come collegamento . tra
prezzi e quantitd di merci consumate e dalla equa-
zione di equilibrio generale tra ammontare com-
plessivo dei salari e valore delle merci scambiate,
cosi:

Y. = M=t (I-A) ' ¢,
P = M- (I-A)" W,
M = (I-A) M (I-A)-! (20)

p. = () < ¢, = c(p)
W,0 =7p,¢c,
dove ¢ ¢ il vettore-colonna composto di tutti uno,

detto vettore-somma. .
Ora, a un primo esame del problema, si vede su-

bito che ove si conoscessero, da un lato, y, e ¢,
(ovvero y, e y,, il che secondo (17) & formalmente
la stessa cosa) e, dall’altro, p, e w, (ovvero p, e p,,
il che secondo (17) & formalmente la stessa cosa),
I'individuazione della matrice dei mutamenti sa-
rebbe indeterminata. Infatti, dalla prima equa-
zione di (20) risulta che si presenterebbero
m(m — 1) gradi di libertd per la individuazione
di M; altrettanti gradi di libertd si presenterebbero
per le individuazioni di M dalla seconda equa-
zione di (20). Si dovrebbero imporre altre m(m—1)
condizioni di carattere economico su entrambi i
sistemi di equazioni considerati. Ma queste.
2m(m — 1) condizioni aggiuntive sono tra loro in-
dipendenti? Ovviamente, no. In primo luogo, in-
fatti, vi ¢ la relazione di similitudine e dualit
tra M e M, per cui una loro determinazione in- :
dipendente potrebbe condurre a risultati incom-
patibili. In secondo luogo, vi & la determinazione
di p, da ¢, dato, attraverso la funzione nota p.
Nello stesso tempo devono essere rispettate queste
altre due condizioni: la prima che p, cosi deter-
minato sa anche duale di y, determinato a par-
tire dallo stesso c¢,, attraverso (I — A,) come fun-
zione di M; la seconda, che p, cosi posto in rela-
zione con W,, attraverso (I — A,) come funzione di
M, deve anche essere tale da rispettare l'ultima
equazione di (20), da un punto di vista economico
di domanda globale effettiva.

Dunque, la questione aperta consiste nella ri-
cerca della determinatezza o del grado di indeter-
minatezza del problema (20); eventualmente, quin-
di, pud consistere nella ricerca di quelle condizioni
che completino e rendano economicamente deter-
minato tale problema. :

Ritornando infine a una interpretazione pill
usuale del problema qui formulato, dal punto di
vista di uno schema di produzione (®), si pud ri-
prendere il confronto con il metodo RAS. Ana-
logamente all’operazione che si compie in quel
metodo, occorre trasformare in matrici diagonali
i vettori che figurano nelle due prime relazioni di
(20); cioé tenendo presente anche le forme sempli-
ficate di (17), scrivendo Y, al posto di y,, C al

() E chiaro che in un modello non lineare la va-
riazione dei prezzi relativi, tale da indurre una di-
versa domanda, pud essere ricondotta a una varia-
zione della scala di produzione mentre nel presente
caso di rendimenti costanti si deve necessariamente
pensare a un mutamento dei processi di produzione.

(®) Cioe, non ricercando pii la interdipendenza di-
namica ta investimenti e consumi e quindi le applica-
zioni sulle soluzioni economiche del modello, ma il
semplice aggiornamento della matrice tecnologica ini-
zialmente nota.




posto di ¢, P, al posto di p,, W al posto di w, Y,
al posto di y, e P, al posto di p,, abbiamo:

Y. =M!(I-A)*C=M1Y,

P, = M- (I-A) -1 W = M-1 P,
cioe ‘ (21)

M=Y, Y,!

M=p,P,1

essendo sempre
M=Q-A)MJd-A)!

I risultati ottenuti, in definitiva, rendono deter-
minate, se pure in modo diverso, sia M sia M
come matrici diagonali, il cui generico elemento
¢, rispettivamente, y;°/y;® e p;°/p;%. Come per il me-
tedo RAS, anche qui occorre rendere compatibili
i diversi risultati ottenuti per M e¢ M, data la
relazione che qui lega M a M, ricorrendo a un
qualche metodo iterativo di quadratura che operi
una volta sul rapporto tra le quantitd e una volta
sul rapporto tra i prezzi.

Va notato, tuttavia, che a differenza del metodo
RAS, in cui i coefficienti tecnici sono definiti in

valore — e in cui quindi I'aggiornamento della
matrice, dovuto alle variazioni dei prezzi dal tempo
0 al tempo z, & tenuto affatto separato dall’aggior- .
namento dovuto alle variazioni relative a processi
produttivi e merci impiegate, senza considerare
quindi la dualitd di prezzi e quantith — nei risul-
tati qui delineati, la quadratura delle matrici dia-
gonali opera iterativamente su prezzi e quantitd
proprio in base alla loro relazione duale.

Quest’ultimo ragionamento a titolo di confronto
¢ stato fatto semplicemente per riproporre un
metodo di analisi pill assimilabile ai metodi eco-
nometrici in uso, quali il metodo RAS: tuttavia,
rimane sempre l'arbitrarietd della trasformazione
di vettori in matrici diagonali, cioé dell’ipotesi di
distribuzione uniforme degli effetti innovatrici. Nel
confronto qui proposto, allora, si pud vedere una
possibilita di superamento di tale limitazione, in-
troducendo esogenamente distribuzioni non-uni-
formi su prezzi e quantita. Rimane comunque il
fatto che, anche dal punto di vista econometrico,

il modo migliore di risolvere il problema (21)

consiste nell’analisi accurata del problema (20) e
nel suo completamento a fini di una corretta in-
terpretazione economica.



